Bryta sztywna

> Bryta sztywna (ciatem doskonale sztywnym) nazywamy ciato, w ktérym
odlegtosci miedzy poszczegdlnymi czeSciami nie ulegaja zmianie pod wptywem
dziatajacych na to ciato sit.

» Poniewaz odlegtosci miedzy punktami bryty s3 state w czasie, potozenie
(xp, yp, zp) dowolnego punktu P bryty jest jednoznacznie wyznaczone przez
podanie potozen trzech punktéw A, B oraz C bryty nie lezacych na jednej
prostej. W szczegdlnosci mozna pokazad, ze znajac odlegtosci dps, dpg i dpc,
gdzie

dpa = \/(xp — xa)2 + (yp — ya)? + (zp — 2a)?
itd., mozemy wyrazi¢ wspétrzedne punktu P przez wspétrzedne punktéw A, B i
C.

» Sposrdd dziewieciu wspdtrzednych punktéw A, B i C tylko sze$¢ to niezalezne
funkcje czasu, gdyz odlegtosci dag, dgc i dca sa niezmienne. Potozenie bryty
sztywnej mozna wiec opisaé przez podanie szesciu niezaleznych funkcji czasu (tj.
bryta sztywna ma sze$¢ stopni swobody).

> Z bryta sztywna mozemy zwigza¢ ukfad wspdtrzednych, wzgledem ktérego bryta
jest nieruchoma, np. wybierajac punkt A jako poczqtek ukfad, o$ x Jako o$ o
kierunku i zwrocie pokazujagcym od A do B, oS y jako prostopadta do x i lezaca
w p+aszczyzn|e tréjkata ABC (tak, ze yc > 0), oraz o$ z ktérej wersor jest dany

przez k=i ><_/. W tym ukfadzie wspétrzednych kazdy punkt bryty ma
wspotrzedne state w czasie.

> Czesto naturalnie jest wybra¢ poczatek uktadu wspétrzednych xyz (tj. punkt A)
jako srodek masy bryty. W tym przypadku naturalnymi niezaleznymi funkcjami
czasu s3 trzy wspétrzedne Srodka masy oraz trzy katy okreélajace orientacje osi
ukfadu xyz wzgledem uktadu nieruchomego (lub, zamiast katéw, dowolna inna
wygodng parametryzacje macierzy obrotu).
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» W celu wyznaczenia zaleznosci od czasu szesciu niezaleznych funkcji
potrzebujemy szesciu niezaleznych réwnan dynamicznych. Trzy pierwsze
réwnania dostajemy z réwnania ruchu srodka masy

migi(e) = > F(e) (26)

gdzie m jest masa bryty, natomiast E; I-:fe"" jest suma wszystkich sit
zewnetrznych dziatajacych na bryte.
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» W celu otrzymania brakujacych trzech réwnan zatozymy, ze bryte sztywna
mozna traktowaé jako graniczny przypadek uktadu punktéw materialnych
oddziatujacych wzajemnie sitami lezacymi wzdtuz taczacej je prostej. Jesli bryte
tworzy kilka niewielkich masywnych ciat (“punktéw”) potaczonych sztywnymi
niewazkimi pretami, stusznos$¢ tego zatozenia nie budzi watpliwosci. W ogdlnym
przypadku, zatozenie to jest uzasadnione a posteriori, poprzez zgodno$¢ z
doswiadczeniem uzyskanych na jego bazie réwnan ruchu.
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» Przy powyzszym zatozeniu o postaci sit wewnetrznych, brakujace trzy réwnania
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[5(t) = itf B (1) (27)
1
gdzie po prawej stronie wystepuje sumaryczny moment sit zewnetrznych
dziatajacych na bryte.
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» Omoéwimy szczegdtowo wazny w technicznych zastosowaniach ruch obrotowy
bryty wokét osi, ktéra jest albo ustalona, albo jest przemieszczajaca sie
réwnolegle wraz z bryta osig przechodzaca przez Srodek masy.
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» Ogdlny przypadek rézni sie od niego tylko o czysto techniczne komplikacje. W
szczegblnosci kazdy ruch bryty sztywnej jest ztozeniem ruchu postepowego
$rodka masy, oraz ruchu obrotowego wokét chwilowej (tj. zmiennej w czasie) osi
obrotu.
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z trzech wybranych punktéw bryty, o ktérych mowa na str. 100, leza na osi
obrotu (tj. spoczywaja). W efekcie potozenie bryty jest jednoznacznie
wyznaczone przez potozenie trzeciego punktu C, ktére (z uwagi na ustalone
odlegtosci od A i B)) ma jedna niezalezng skfadowa. Tj. w ruchu wokét
ustalonej osi bryta ma tylko jeden stopien swobody. Jako naturalng zmienna
dynamiczng mozemy wybraé przesuniecie katowe ¢(t) punktu C, odmierzane od
umownie wybranej ustalonej chwili poczatkowej tg, w ktérej ¢(tg) = 0.
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obrotu pokrywata sie z osig z. Wéwczas punkty bryty lezace poza osig obrotu
poruszaja sie po okregach w ptaszczyznach réwnolegtych do ptaszczyzny xy,
doznajac takich samych przesuniec katowych ¢(t) jak punkt C.
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Kinematyke ruchu po okregu omawialiSmy na str. 84. W obecnym przypadku
odlegtos¢ fragmentu bryty od osi obrotu (stata podczas obrotu) oznaczamy
zwyczajowo jako p.
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W celu uproszczenia notacji, bedziemy ponizej traktowali bryte sztywna jako
dyskretny zbiér punktéw ( “szeScianikéw” ), numerowanych indeksem i (lub j,
itd.). Do notacji ciagtej (tj. granicy nieskoficzenie matych “szescianikéw”)
przejdziemy dopiero po uzyskaniu wymaganych wzordéw.
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> Wspbtrzedne i-tego puntu bryty zaleza od czasu w nastepujacy sposéb
xi(t) = pi cos(¢i + ¢(t)), yi(t) = pisin(¢; + ¢(t)), zi(t) = zi(to) = Z

gdzie p; jest stata w czasie odlegtoscia punktu od osi obrotu, natomiast staty
kat ; wyznacza poczatkowe potozenie punktu bryty w ptaszczyznie xy

Zi = xi(to) = pi cos(+;), % = yi(to) = pi sin(¢i) ,
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» Sktadowe momentu pedu punktu i wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych to

Lyi(t) = mi(yi(t)vzi(t) — zi(t)vyi(t)), Lyi(t) = mi(zi(t)vai(t) — xi(t)vzi(t)),
Li(t) = mi(xi(t)vyi(t) — yi(t)vwi(t))
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L
Li(t) = mi(xi(t)vyi(t) — yi(t)vxi(t))
co daje

Lyi(t) = —¢'(t) cos(vi + ¢(t)) m; Zipi,  Lyi(t) = —¢'(¢) sin(vi + ¢(t)) m; Z pi
in(t) = ¢/(t) mj P,2 ) (29)
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» Moment pedu catej bryty dostajemy sumujac momenty pedu poszczegdlnych jej
“punktéw” (dodatkowo korzystamy ze szkolnych wzordéw na sinus i cosinus sumy
katéw)
Lo(t) =Tz ¢/(1), (30)
Le(t) = —¢/(t) cos(¢(t)) Zarar + ¢/ (1) sin(4(t)) Pz (31)
Ly(t) = —¢'(t)sin(4(t)) Pzza — &' (t) cos(4(t)) Pz (32)
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gdzie wspétczynniki Zar, Porqr i Doray nie zaleza juz od czasu, a tylko od
poczatkowego ustawienia bryty w nieruchomym uktadzie wspétrzednych

Ty =) mip=) m(27+%7),

i

@gg{:Zm;Qﬁ-p; cos(w,)zzm,fz;%,

Doray :Zmifipi Sin(T/}i):Zmiffi%7
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» tatwo przekonad sie, ze jesli bryta porusza sie ruchem postepowym i dodatkowo
wykonuje ruch obrotowy wokét osi, ktéra przechodzi przez srodek masy i
pozostaje caty czas réwnolegta do osi z, to wzory (30)-(32) dajag moment pedu
bryty wzgledem $rodka masy, jesli we wzorach na Zor, Porq | Doray zastapimy
wspétrzedne poczatkowe 27, %, 2; przez réznice Z; — xgy(to), itd.



Momenty zboczenia i bezwtadnosci

>

>

Z dynamicznego réwnania ruchu bryty widzimy, ze gdy na bryte nie dziataja
zadne sity zewnetrzne, jej moment pedu pozostaje staty.

Jesli sktadowa L, jest stata, bryta porusza sie ze stata predkoscia katowa ¢’(t).
Wzory na skfadowe Ly i L, pokazujg jednak, ze w ogdlnosci nie s3 one state gdy
@'(t) # 0. Innymi stowy, wspdtczynniki Zarg- | Doy sa miara niecheci bryty do
obracania sie wokét ustalonej osi wiec nazywamy je momentami dewiacji
(zboczenia). Z kolei Zg jest miarg niecheci bryty do zmian wartosci predkosci
katowej, wiec nazywamy go momentem bezwtadnosci.

Jedli o$ z jest geometryczng osia symetrii bryty jednorodnej, to wraz z kazdym
punktem i o pofozeniu poczatkowym (.27, %, Z7) oraz masie m;, bryta zawiera
punkt j odbity wzgledem osi, tj. (£}, %, Z;) = (= Zi, —%;, Z;), i majacy taka
sama mase m; = m;. Oznacza to, ze momenty dewiacji Za2g | Doy znikaja.
Os$ obrotu wzgledem ktérej znikaja momenty dewiacji nazywamy gtéwna osia
bezwtadnosci.

Mozna pokazaé, ze dla dowolnej bryty przez kazdy punkt przestrzeni przechodza
trzy wzajemnie prostopadte osie gtéwne

Jesli 0§ z jest gtdwna osig bezwtadnosci, to moment pedu bryty przy dowolnym
obrocie wokét (ustalonej) osi z ma tylko sktadowa L.

Obrét bryty ze staty predkoscia katowa wokét osi gtéwnej nie wymaga
niezerowego momentu sit zewnetrznych.

Jesdli o$ obrotu nie przechodzi przez $rodek masy, to srodek masy porusza sie po
okregu, co oznacza, ze na bryte musi dziataé niezerowa sita wypadkowa.



Naturalny ruch bryty



Naturalny ruch bryty

> Bryta na ktéra nie dziataja zadne sity zewnetrzne moze
obracac sie ze statg predkosciag katowa wokét jednej z
gtéwnych osi bezwtadnosci przechodzacych przez jej srodek
masy. W ogdlnosci ruchowi obrotowemu towarzyszy ruch
postepowy srodka masy ze statym wektorem predkosci.
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gtéwnych osi bezwtadnosci przechodzacych przez jej srodek
masy. W ogdlnosci ruchowi obrotowemu towarzyszy ruch
postepowy srodka masy ze statym wektorem predkosci.

> Gtéwng o$ bezwtadnosci przechodzacy przez srodek masy
nazywamy gtéwna centralng osig bezwtadnosci.



Moment sity grawitacyjne;j

> W jednorodnym polu grawitacyjnym, sumaryczny moment sit
grawitacyjnych dziatajacych na bryte wynosi

5%3" Z [Fi(t) — ro(t)] x (m;g) Z [miFi(t) — miro(t)] x g

= [fsM(f) — fo(t)] x (mg)

» Widzimy, ze sumaryczny moment ziemskiej sity grawitacyjnej
mozemy dostaé przyjmujac, ze sita grawitacji jest przytozona
do $rodka masy ciata.
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» W najogdlniejszym ruchu bryty sztywnej, predko$¢ dowolnego punktu bryty ma
postaé

Vi(t) = fg(t) + @(t) x (Fi(t) — Fey (1)) (33)

gdzie WJ(t) jest wektorem predkosci katowej opisujacej obrét wzgledem chwilowej
(zmiennej w czasie) osi obrotu przechodzacej przez $rodek masy.
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(28) mozna zapisa¢ jako
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gdzie 7i(t) jest wektorem pofozenia tego punktu, natomiast @(t) = ¢'(t)k jest
wektorem predkosci katowe;j.
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obrotu pokazujac strone, w ktéra obraca sie ciato, to kciuk wyznacza zwrot
wektora predkosci katowe;.
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Wektor predkosci katowe]

v

W najogdlniejszym ruchu bryty sztywnej, predkos¢ dowolnego punktu bryty ma
postaé

Vi(t) = fg(t) + @(t) x (Fi(t) — Fey (1)) (33)

gdzie WJ(t) jest wektorem predkosci katowej opisujacej obrét wzgledem chwilowej
(zmiennej w czasie) osi obrotu przechodzacej przez $rodek masy.

Wektor predkosci v;(t) dowolnego punktu bryty wirujacej wokét ustalonej osi z
(28) mozna zapisa¢ jako

vi(t) = &(t) x Fi(t) (34)

gdzie 7i(t) jest wektorem pofozenia tego punktu, natomiast @(t) = ¢'(t)k jest
wektorem predkosci katowe;j.

Kierunek wektora predkosci katowej jest wyznaczony przez (chwilowa) o$
obrotu, natomiast zwrot wynika z reguty prawej reki: jesli palce oplataja o
obrotu pokazujac strone, w ktéra obraca sie ciato, to kciuk wyznacza zwrot
wektora predkosci katowe;.

> Sktadowa momentu pedu wzdtuz osi z mozemy zapisaé jako L (t) = Z g w,(t)

Nalezy pamietaé, ze kierunki wektoréw @(t) i L(t) s3 rézne jesli o obrotu nie
jest osia gtéwna.
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» Ruch $rodka masy bryty dostajemy rozwigzujac réwnanie
migi(t) = Y Fie(e)
i

gdzie m jest masa bryty, natomiast Z,‘ I:"I?EW jest suma wszystkich sit
zewnetrznych dziatajacych na bryte.

(35)
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i

gdzie m jest masa bryty, natomiast Z,‘ I—:I?eW jest suma wszystkich sit
zewnetrznych dziatajacych na bryte.

> Jesdli bryta wykonuje ruch obrotowy wokét osi nieruchomej lub przemieszczajacej
sie réwnolegle osi przechodzacej przez Srodek masy, to predkos$¢ katowa bryty
dostajemy rozwigzujac réwnanie

()= D(1) (36)

gdzie Zi 5,.“""(1‘) jest sumarycznym momentem sit zewnetrznych wzgledem,
odpowiednio, punktu nieruchomego lezacego na osi lub wzgledem $rodka masy,

—

natomiast L(t) — momentem pedu wzgledem tego samego punktu.
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natomiast L(t) — momentem pedu wzgledem tego samego punktu.

> Sktadowa predkosci katowej wzdtuz osi obrotu wigze sie z momentem pedu
przez Zw,(t) = L;(t), gdzie T jest momentem bezwtadnosci wzgledem osi
obrotu (zatozyliSmy, ze o$ obrotu jest réwnolegta do osi z).
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» Ruch $rodka masy bryty dostajemy rozwigzujac réwnanie

migi(t) = Y Fie(e) (35)

i

gdzie m jest masa bryty, natomiast Z,‘ I—:I?eW jest suma wszystkich sit
zewnetrznych dziatajacych na bryte.
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sie réwnolegle osi przechodzacej przez Srodek masy, to predkos$¢ katowa bryty
dostajemy rozwigzujac réwnanie

()= D(1) (36)

gdzie Zi 5,.“""(1‘) jest sumarycznym momentem sit zewnetrznych wzgledem,
odpowiednio, punktu nieruchomego lezacego na osi lub wzgledem $rodka masy,
natomiast E(t) — momentem pedu wzgledem tego samego punktu.
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przez Zw,(t) = L;(t), gdzie T jest momentem bezwtadnosci wzgledem osi
obrotu (zatozyliSmy, ze o$ obrotu jest réwnolegta do osi z).

> Nalezy pamigtaé, ze w ogdlnym przypadku, sktadowe réwnania (36) prostopadte
do osi obrotu réwniez prowadza do nietrywialnych warunkéw.
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» Ruch $rodka masy bryty dostajemy rozwigzujac réwnanie

migi(t) = Y Fie(e) (35)

i

gdzie m jest masa bryty, natomiast Z,‘ I—:I?eW jest suma wszystkich sit
zewnetrznych dziatajacych na bryte.

> Jesdli bryta wykonuje ruch obrotowy wokét osi nieruchomej lub przemieszczajacej
sie réwnolegle osi przechodzacej przez Srodek masy, to predkos$¢ katowa bryty
dostajemy rozwigzujac réwnanie

()= D(1) (36)

gdzie Zi 5,.“""(1‘) jest sumarycznym momentem sit zewnetrznych wzgledem,
odpowiednio, punktu nieruchomego lezacego na osi lub wzgledem srodka masy,

natomiast L(t) — momentem pedu wzgledem tego samego punktu.

> Sktadowa predkosci katowej wzdtuz osi obrotu wigze sie z momentem pedu
przez Zw,(t) = L;(t), gdzie T jest momentem bezwtadnosci wzgledem osi
obrotu (zatozyliSmy, ze o$ obrotu jest réwnolegta do osi z).

> Nalezy pamigtaé, ze w ogdlnym przypadku, sktadowe réwnania (36) prostopadte
do osi obrotu réwniez prowadza do nietrywialnych warunkéw.

> Nalezy tez pamietaé, ze nawet przy ruchu wokét osi nieruchomej réwnanie
(35) takze moze prowadzi¢ do nietrywialnych warunkéw.
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i momencie bezwtadnosci wzgledem osi symetrii
obrotowej 7 stacza sie bez poslizgu z réwni
o kacie nachylenia 6
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